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Uppgift 1. Antag en process som i sitt felfria fall beskrivs av den linjara modellen

T = - T+ 0
“\lo o 1)
Y1 =171

Y2 = T2

dér vi har tva sensorer y; och yo samt en aktuator u.

a)

b)

c)

Modellera fel i sensorer och aktuatorn och avgér om felen dr detekterbara, ange om de &r
starkt eller svagt detekterbara, samt vilka fel som gar att isolera fran varandra. Sammanfatta
i en isolerbarhetsmatris. (3 poéng)

Skapa en residualgenerator som detekterar fel i aktuatorn. Om aktuatorfelet ar starkt detek-
terbart i modellen skall det &ven vara starkt detekterbart i residualen.

Skapa ocksa en residualgenerator som isolerar fel i sensor 2 fran fel i aktuatorn.

Bada residualgeneratorerna skall skrivas pa tillstandsform och inga derivator far approxime-
ras numeriskt. Tidskonstanten for residualgeneratorerna skall ej 6verstiga 7 = 0.1 sekunder
(alla poler till vinster om s = —10). (3 poéng)

Ar det méjligt att skapa en residual som isolerar konstanta fel i sensor 1 fran konstanta, fel i
sensor 27 Motivera. (2 podng)

Tips: Den observerbara kanoniska formen av éverforingsoperatorn
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Losning.

a) Felen kan modelleras som

i = (01 é>x+((1)> (u+ f3)

n=x1+f
Yo = T2 + fo

Modellen har redundans 2 och exempelvis kan alla konsistensrelationer skrivas som linjér-
kombinationer av

1+yr—y2=0
yg—’u:O

Har ser man att alla fel ar starkt detekterbara.



c)

For isoleringen ger den forsta konsistensrelationen att fel f; och f; kan isoleras fran fel
fs. Den andra ger att fel fo och f3 kan isoleras fran fel f;. Genom att derivera den forsta
konsistensrelationen och substituera in den andra sa far vi

g1+ —u=0 (1)

vilket ger att fi; och fs &r isolerbara fran fel f,. Sammanfattningsvis har vi ddrmed isoler-
barhetsmatrisen

A e fs
| X
f2 X
f3 X

Viljer konsistensrelation 2 ovan, vilket med dynamik och a > 10, ger

W=—aw—ays —u

=W+ Y2

dér tillstdndet &r valt som w =71 — yo.

En residual som isoleras fel i sensor 2 fran aktuatorn ges av forsta konsistensrelationen
To+ara =91 +y1 — Y2
Med tillstand w = o — y; fas residualgeneratorn, igen med « > 10,
w=—aw+ (1 —a)y1 —y2

ro =W+ Y1

Nej, det ar inte mojligt eftersom den enda konsistensrelation som innehaller sensor y; men
ej sensor ys ar (1) och dir ingdr sensorn y; endast i deriverad form.

Uppgift 2. Antag att en residual genererats dar fel paverkar vintevéardet hos residualen. For
enkelhets skull, antag att

r(t) ~ N(f,0%)

dar f &r felstorleken och ¢ ar standardavvikelsen som kan antas kénd.

a)

Antag att ett larm genereras da absolutvirdet pa r 6verstiger en specifik troskel J och att
vi vill ha en falsklarmssannolikhet for testet lika med a. Visa hur troskeln véljs och uttryck
troskeln med hjélp av férdelningsfunktionen (och dess invers) (1 poéng)

v =PX<0)= [ T XN

Uttryck styrkefunktionen, S5(f), for testet med hjélp av ®(z) samt skissa ett typiskt utseende
pa styrkefunktionen. (2 poéng)

Ett annat sétt att utviardera ett tests prestanda &r en ROC-kurva, dvs. en kurva dér sanno-
likheten for detektion plottas mot sannolikheten for falskalarm for en given felstorlek. Kurvan
parametriseras av olika virden pa troskeln J. Beskriv hur en sidan kurva tas fram samt skissa
typiskt utseende. Diskutera fordelar respektive nackdelar med att anvdnda styrkefunktioner
eller ROC-kurvor for att utvirdera prestanda hos ett test. (2 poéng)

Diskutera svarigheter att ta fram styrkefunktionen i en verklig situation samt skissa mojliga
losningar. (2 podng)



Losning.

a) Troskeln véljs som (uttrycken ar ekvivalenta)

J=—00a/2)=c® (1 -a/2)

B =P(rl > JIf) =1-P(=J <r<J|f) =
_J—|—f<7"—f

(o g g g o

—1- P

vilket typiskt kan se ut som

¢) Sannolikheterna pa ROC-kurvan parametriseras av troskeln J enligt

P(detektion) =1 — @(%) + ®(——)
P(falsklarm) = 2®(—J/o)

vilket kan se ut som

o D‘l D‘Z O‘,B 0.4 p(fa‘suezla'm) 06 0‘7 0.‘8 0.‘9 1
En viktig skillnad mellan styrkefunktioner och ROC-kurvor &r att i det férra sa ar det troskeln
som ar fixerad/bestdmd medans felstorleken &r fri och i det senare prestandaméattet sa ar det

tvartom. Vilket som &r fordel respektive nackdel ar typiskt applikationsberoende.

Uppgift 3. Betrakta det olinjéara systemet

T1 = —T1 +sinxo
To=—To+u
y=a



dér u ar kénd insignal och y kdnd métsignal.

Konstruera en olinjar residualgenerator som indikerar for fel i sensorn. Skriv residualgeneratorn pa
tillstandsform dér inga derivator approximeras numeriskt. Kommentera och motivera designval,
diskutera hur designparametrar véljs, och hur designparametrarnas varden paverkar prestanda hos
residualgeneratorn. (5 poéng)

Losning.
for det har systemet visar det sig svart att ta fram en konsistensrelationsbaserad losning, sa en
observatorbaserad dr att foredra. En enkel ansats ar

(i.\?l = 7(271 +sin£2 +K1(y7f1)
ﬁ.\fg = —2o +u+K2(y _i'l)
r=y—a

dar Ki och K> valts via en linjarisering av systemet och polplacering. I figuren nedan till vinster
syns ett exempel pa hur den resulterande residualen reagerar pa ett sensorfel vid ¢ = 10s. Till
hoger har residualen efterbehandlats med CUSUM-algoritmen.
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Designparametrarna K7 och K> skall inte bara véljas sa att observatoren blir stabil, placeras poler-
na langt in i vinster halvplan kommer felkéinsligheten att sjunka i residualen. Aven brusddmpningen
blir sémre ju ldngre in i vinster halvplan polerna placeras.

Uppgift 4. Antag att 3 residualer konstruerats for att 6vervaka 4 fel enligt beslutsstrukturen
A e fs fa
X X

T1 X
ry | X X X
T3 X X

och dar fel f; indikerar fel i komponent C;, i =1,...,4.

a) Sammanfatta isolerbarhetsegenskaperna, via en isolerbarhetsmatris, for ett diagnossystem
baserat pa de tre residualerna. (2 poéng)

b) Antag att de tre residualerna larmat, ange de genererade konflikterna och ange vilka kon-
flikter som &r minimala. Skriv konflikterna med logiknotation och 1&t OK (C;) och —~OK (C;)
beteckna att komponent ¢ &r hel respektive icke-hel. (2 podng)

¢) Antag larmen fran b-uppgiften, berikna de minimala diagnoserna. (2 poéng)



d) Forklara nar det réacker att berikna de minimala diagnoserna for att karaktérisera méing-
den av alla diagnoser. Forklara vad det betyder samt diskutera nér villkoren ar uppfyll-
da. (2 podng)

Losning.

a) Isolerbarhetsmatrisen blir

1 fo fs fa
h| X X
f X X X
f3 X X
fa X

b) De tre genererade konflikterna ar

™ = OK(OQ) A OK(Cg) A\ OK(C4)

g = OK(Cl) A\ OK(C?,) A OK(C4)

Ty = OK(Cl) A\ OK(C4)
Konflikterna 7 och 73 ar minimala.

¢) De minimala diagnoserna ar

Dy = OK(Cl) A OK(CQ) A\ OK(C3) AN ﬂOK(C4) {04}
Dy = -0OK(C1) N—OK(C2) NOK(C3) /\OK(C4) {C1,C5}
Dy = 0K (Cy) A OK(Cy) A ~OK(C3) A OK (Cy) (C1,C5)

d) Om systemet ej har felmodeller karaktériserar de minimala diagnoserna alla diagnoser.

Uppgift 5. Antag att en residualgenerator konstruerats och nedan i figuren ses hur den typiskt
svarar pa ett fel vid ¢ = 10 sekunder.
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a) Det ar klart att det dr svart att sitta en fix troskel sa att en lamplig balans mellan falsklarms-
sannolikhet och detektionssannolikhet uppnas och ytterligare efterbehandling av residualen
ar nodvindig for att kunna ta ett palitligt beslut. En sddan mojlig efterbehandling &r att
applicera CUSUM-algoritmen.

Antag att ingen statistisk kunskap om residualen finns, ange hur CUSUM-algoritmen kan an-
vandas och skissa utseendet pa hur den resulterande teststorheten ser ut. Ange hur eventuella
parametrar valjs. (3 poéng)



b) Antag att vi far veta att residualen har férdelningen
r(t) ~ N(f,0%)

dér f &r en kédnd felstorlek och ¢ kénd standardavvikelse. Hérled en CUSUM-algoritm som
utnyttjar den statistiska informationen och skissa hur den resulterande teststorheten ser ut,
jamfor med resultatet i a-uppgiften. (2 poéng)

Losning.
a) CUSUM pa residualen kan skrivas som
T(k) = max(0,T(k — 1)+ |r(k)| —v), T(0)=0

dér driftsfaktorn v véljs till ett lampligt virde sa att viantevirdet pa |r(k)| — v dr mindre dn
0. I figuren ses att ett lampligt virde pa v = 1 vilket ger resultatet i figuren nedan.

b) Med statistisk kunskap ges CUSUM-algoritmen av uttrycket

T(k) = max(0,T(k — 1) + s(k)), T(0)=0

dar
Lo ST G- R0y f f
:1 2mo = — r — r = — —_ =
s(k) = log L -2y 202 T g T2 (r(k;) 2)
2mo

Eftersom den hér dr optimal kan man forvénta sig béttre prestanda &dn teststorheten ifran
a-uppgiften, vilket syns i figuren nedan.

350 T T T T T T T T

300

250 s

200

150

100

50

L I L K Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Uppgift 6. Denna uppgift analyserar rollen hos priors vid sannolikhetsbaserad felisolering. For
att gora det enkelt, antag en residual r som péaverkas av tva oberoende fel f; och f; och larm
genereras nér residualen overskrider sin troskel J.

Féljande sannolikheter ar givna

P(f1) =p1, P(f2) =p2, P(r > J|felfritt) = ps,
P(r>J|fi) =p{", P(r>J|f2) =p5", P(r>J|fikfs) = pls

a) Tag fram ett uttryck for ¢) sannolikheten for felfritt system givet att r > J samt ) sanno-
likheten for f; respektive fo givet att r > J. (3 podng)



b)

Antag att felen ar véldigt sdllsynta, dvs. sannolikheterna p; och py dr sma. Fragan ar vad
som hénder med slutsatserna i a-uppgiften da vi far alarm. Antag att sannolikheten att felen
intraffar ar lika, dvs. att p; = ps = p, och 1at p — 0 i uttrycken fran a-uppgiften. Tolka och
kommentera resultaten. (2 poéng)

Antag att det konstaterats att ett fel har intraffat och att sannolikheterna endast skall an-
vandas for felisolering. Berdkna om sannolikheterna fran a-uppgiften men dér det dven ar
givet att minst ett fel intraffat, dvs. felfritt system har definitivt uteslutits och sannolikhets-
berdkningarna skall anvindas enbart for felisolering. (2 podng)

Losning.

a)

Anvinder de tre, bindra, stokastiska variablerna Fj, F» samt A for alarm. Den stokastiska
modellen blir

P(f1, fa,a) = P(alf1, f2) P(f1)P(f2)

Da far vi att:

P0ﬁhﬂhm%—Pm“ﬁ’ﬂ”P§¢”P“ﬁ>_4w41—mx1—pg

Pla P(a)

P(fila) = P(fi,a) _ P(fi,~fa,a) + P(f1, f2sa) _ p%pi(1 — p2) + pisipripo
ja) = P(a) P(a) = Pla)

P(f |a) _ P(f27al) _ P(_\f17f27a/) +P(f1’f2,a) _ pget(l _pl)p2 —"—piigtplpz
2l@) = P(a) P(a) = 20

dér sannolikheten for alarm ges av

P(a) = Y P(f1, fosa) = P(=f1,~f2,0) + P(f1,~f2,a) + P(=f1, f2,0) + P(f1, f2,0) =
f1,f2

=pra(l = p1)(1 = p2) + p{p1(1 — p2) + pa<'(1 — p1)pa + Pis' P1p2

Da p—0sa

P(=f1,~fola) =1
P(fila) =0
P(f2la) =0

Detta innebér att ju mer osannolikt det &ar att ett fel uppstar, desto mer sannolikt kommer
det felfria fallet vara &ven om vi far ett larm. Sannolikheten for felfritt system blir da storre
&n sannolikheten for fel trots att vi har ett larm helt oberoende av hur bra testet &dr. Detta
beror pa att ett larm néstan alltid ar ett falsklarm da fel 4r mycket osannolika.

Detta innebéar att det krdvs insikt och viss forsiktighet for att anvdnda sannolikheterna for
att detektera och isolera fel.

P(=f1,—f2la, fiV fa) =0
det

~ P(fi,a)  pipi(1 —p2) + piStpipe
P(f1|a,f1\/f2)— Plalfi V f2) == P(a|f1\/f2)12

_ P(f2,a) . Pgd(l — p1)p2 +Pil§tp1p2
Plale iV 1) = paipv iy =~ Plalhi v o)




dar

P(alf1V f2) = Z P(f1, f2,alf1V f2) = P(f1,=f2,a) + P(=f1, f2,a) + P(f1, f2,0) =
f1.f2

= p{'p1(1 = pa) + P4 (1 — p1)p2 + 15 P1p2



