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Dagens agenda

* Kort repetition
* Begrepp: Konsistens, konvergens, och stabilitet
* Explicita enstegsmetoder

* Storningsanalys
* Metodoberoende

* Implicita enstegsmetoder

* Flerstegsmetoder
* Implicita
* Explicita
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Runge-Kutta metoder

Yi= Y1 +hd;aif(tna+chY)),
Yn = Yn—1+ hZ] bjf(tn—l + Cj ha Y})

Metoden i tablaform (Butcher (1964))

1< <s

Ci |11 Q12 - Q1
Co | Q21 Q292 -+ Q25
Cs | Qg1 Qg2 - g s

bl bz C. bs

Explicit metod om a;; = 0 for ¢ < j.
Maximal uppnébar ordning hos s-stegs Explicit RK (ERK) metoder

steg 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11
ordning 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8
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Storningsanalys

Tillampningar inom parameterskattning, kanslighetsanalys, optimal
styrning, shooting, multiple shooting for BVP.

* Betrakta IVP med parametrar p

y = f(t,y,p), y0)=c

* Studerar en storningsvektor p = p + ¢

_ %

y(t) —y(t)| < |Pt)g| + O(¢?), P= o

* Kan fa en uppskattning av felet genom att simulera en linjar
(tidsvarierande) ODE

P’:(g—i)PJrg—i ‘s{‘

Implicita Runge-Kutta metoder

* Implicita metoder, a;; # 0 for i > j

Ci |11 Q12 - Q15
Co | G271 Q22 - Q25
Cs | g1 Qg2 - g, s

bl b2 Ce bs

Losa manga ekvationssystem

* Metoderna ar baserade pa numerisk integration

LI
>
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Implicita Runge-Kutta metoder

* Gauss metoder: ordning p =2 s
Enklaste exemplet: Implicita mittpunktsmetoden.

3—/3 1 3-2V3
11 6 4 12
2 | 2 3+v3 | 3-2v3 1
1 6 12 1
‘ 1 1
2 2

* Radau metoder: p = 2s — 1. Inkluderar en av intervallets
andpunkter.
Exempel: Bakat Euler.

11
1

* Lobatto metoder: p = 2s — 2. Inkluderar bdda andpunkterna hos

Siffly accurate—"styvt noggrann”

En metod med A ickesingular, och a,; = b; kallas “styvt noggrann”

Styvt noggrann ger styvt avtagande

Radau: styvt avtagande

Gauss och Lobatto: Symmetriska, A-stabila, ej styvt avtagande

Alla implicita metoder hittills ar A-stabila

intervallet.

Exempel: Trapetsmetoden. t’ t’
o o o
1 1 1
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Singly Diagonally Implicit RK — SDIRK Andra aspekter

* Att losa ekvationssystemet kan vara tidskravande. * Order reduction in the stiff limit
Speciellt Radau har inga nollor i A-matrisen. SDIRK
Ett sm x sm ekvationssystem att losa * Dense output (interpolering)
* Design av metoder med speciella egenskaper plottning, handelsedetektering, tidsfordrojningar
i—1
Yi—hyf(thoi+ch,Y;) =y + hzazj f(tn-1,+c; h,Y;)
j=1
0 I 0 0
Calazn v - 0

Loser nu s st m m x m system. Med
samma (I — hvyJ)™ L.

Cs | As1 Ag2 "~ v
b by b, L LI
kS kS
% b
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Linjara flerstegsmetoder Linjara flerstegsmetoder

Grundproblemet Linjara flerstegsmetoder

y/:f(tay)v t20 k k
* Runge-Kutta metoder Z WY, ="h Z Bifnj
=0 =0

Vi= Y1+ 03 aif(tar + ¢ 0, Y), 1<i<s
Yn = Yn—1t hzj bjf(tn—l +¢j h, Y;)

Explicit om [y = 0 annars implicit

Antar att de k-senaste integrations stegen ar lika stora
* Linjara flerstegsmetoder

k k
Yy, =hd> Bifa
j=0 =0

* Linjara, eftersom f ingdr linjart i metoden

Polynominterpolation ar grunden for manga metoder

1] 1]
Yy Yy
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Polynominterpolation pa Newtons form

k k—1

o(t) = f[ti] +Zf[t1,...

=2 7j=1

Rekursiv definition av divided differences

fla] = ft), flt, . ti] = flti, - ,tl:l:]_ _ft[ltl, st
to | flto]

ti | flta] | flto, ]

to | flta] | fltista] | flto, ta, to]

ts | flta] | [lta,ts] | fltr,tasts] | flto.ta, b2, t5]

ta | flta] | flts ta] | flta,ts,ta] | flti,to,ts,ta] | flto, t1,ta, ts, ta)

Familjen Adams

k k
DYy =0 Bifu
j=0 J=0

* Adams ap =1, a; = —locha; =0, j >1
* Explicita Adams-metoder 3y = 0 — Adams-Bashford
* Implicita Adams-metoder [y # 0 — Adams-Moulton
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Adams-Bashford — Explicita Adams-metoder 5y =0

* Interpolerar f(t) for tidsstegen bakat t, ... tn_1

* Integrerar polynomet fran ¢, 4 till ¢,

k
Yo =Yn1 +h D> Bifusy

j=1

Koefficienterna for k-stegsmetoden beraknas enligt

k—1 .
Bi= (=1 > <j N 1)%, Vi

i=j—1

Il
o
—_
~.
O\
>
VR
<. |
V2)
N—
QL
)

* Stabilitetsregionen minskar med k

1]
oK

y(1)-9(1)

Minskande stabilitetsregion — Majlig forklaring

cos(pi*t/5) och ¢(t) av ordning [1,..,14]

L L L L L L J
2 4 6 8 10 12 14
grad hos plynomet

1]
1Yy
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y(1)-¢(1)

Minskande stabilitetsregion — Mojlig forklaring

cos(pi*t/2.3) och ¢(t) av ordning [1,..,9]

o

L
5 6 7 8 9 10 Py
El

grad hos plynomet

s
%

Adams-Moulton — Implicita Adams-metoder [y # 0

Interpolerar f(t) for tidsstegen ¢, _,. .. t,

Integrerar polynomet fran ¢, till ¢,
k
Yn = Yn—1 + hZijn—j
=0

Ordningp =k + 1

Absoluta stabilitetsregionen storre an Adams-Bashford men ligger i

VHP (trots att den &r implicit). Ej A-stabil.

Absoluta stabilitetsregionen minskar med &

AL
oK
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Backward differentiation formula (BDF) family

* Backward differentiation (Notebook example)

Vi = /i
vifl _ vi—lfl o vi—lfl_l

5

Backward differentiation formula (BDF) family

Adams metoderna byggdes upp av ett polynom som interpolerar

f(tn—k, Yn—x) och som integrerades fran y, 1 till y,.

BDF byggs upp av ett polynom som interpolerar tidigare varden

Yn— OCh satter bakatderivatan i ¢, lika med f(t,,y,).

S| =

k
> =V = b f(tn, yn)
i=1

BDF implicit med ordning p = k normalt implementerad

tillsammans med en modifierad Newton metod for.
Instabil for k > 6.

L
o5
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Ordning, 0-Stabilitet, Konvergens

* Ordning — Anvand differensoperatorn.

* Stabilitetsanalys — Rattframt med tidsdiskret system.
Karakteristiska polynom.
Principal root och extraneous roots.

* Stabilitet och asymptotisk stabilitet — Poler i enhetscirkeln.
O-stabilitet, poler i enhetscirkeln och mojligtvis enkla poler pa
enhetscirkeln.

* Strongly stable alla rotter utom & = 1 ligger i det inre av
enhetscirkeln.
Weakly stable 0-stabil men inte Strongly stable.

* Absoluta stabilitetsregioner.
* Styvt avtagande.

L
o

Absolut stabilitet

* Absoluta stabilitetsregionen minskar med okande ordning.

* Fa metoder ar A-stabila, BDF av ordning 2 ar den med hogst
ordning.

* A-stabilitet sager inte allt om metoden.
* Styvt avtagande viktigare (speciellt for styva system).
* BDF byter A-stabilitet mot styvt avtagande.

¥
oK
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Implementering av flerstegsmetoder

* Start av metoderna.
* Implicita — Metoder for att losa ekvationssystem

* Bade implicita och explicita — Steglangdsforandring och felkontroll

1]
oK

Start av flerstegsmetoder

* Metoderna behover k-st gamla varden.
* Starta med enstegsmetoder.
* Starta med lagre ordningens metoder inom familjen.

1]
o
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Ekvationslosning — Prediktor-korrektor metoder

Tva metoder som samspelar — En explicit och en implicit

Initialgissning och fixpunktsiteration som avbryts
P+ Y Ay =h (X Bifuy), v =0
E: fi = f(ta,yn)

Cooynt o+ 0 ey = B (Bofy + 30 Bifas)
PEC, PECE, P(EC)¥, P(EC)"E

(Avlutning med E ar att foredra eftersom sista

funktionsevalueringen forbattrar interpolationspolynomet och
darmed metodens stabilitet)

Tillhor en familj av generella linjara metoder

Lampliga for icke-styva problem

L
oK

Ekvationslosning — Modifierade Newton-metoder

* Implicita metoder

—hﬁof nayn - Zajyn g+h Zﬁ].fn —J

Flytta over pa formen F(t,y) =0

1
* Newton iteration ¢! =y — %;’y) F(t,y)

71;4’1 =y — ([ hB gjj) [Z ajYn—j —

J=0

h (Zf: ijnfj)]

* LU faktorisera for att losa inversen och spara denna.
Uppdatera och LU faktoriseringen endast vid behov.

S
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Steglangdsandring

Metoderna baserade pa fix steglangd.

* Fixerade koefficienter
Interpolera om data till den nya steglangden.

* Variabla koefficienter
Harled en ny metod for icke likformiga steg.

* Fast forsta-koefficient
Prediktor polynom (icke likformigt nat)

P(tn-

ett andra polynom () pa likformigt nat

¢(tn - Zhn) - ¢(tn - Zhn);

i) = Yn—i, 1<i<k+1

1<i<k

Yn = 1/}(tn)

5

Avslutning

Tolerans och felkontroll — Rattframt
Mjukvarutips — Las

Notera att DASSL, DASPK utvecklats av forfattarna.

5
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